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Resumen
Un elemento finito lineal con sección transversal constante puede adoptar cual-
quier orientación en el plano y sus extremos o nodos lo ligan al resto de los
elementos. La enerǵıa cinética (T ) y potencial (V ) de un elemento elástico
dinámico son el basamento en la implementación del principio de Hamilton
para la definición de un elemento finito. La definición de la enerǵıa cinética
y potencial es el primer paso para la formulación variacional preliminar a la
enunciación por elementos finitos que se utiliza para resolver, d́ıgase, los pro-
blemas de mecanismos que se mueven en el plano utilizando la ecuación de
Hamilton. El objetivo general consistió en definir la ecuación del movimiento
de un elemento finito lineal plano elástico dinámico utilizando la ecuación de
Hamilton, a partir de la lagrangiana (T–V ) obtenida con el uso de un poli-
nomio de quinto y uno de primer grados, con ocho grados de libertad, cuatro
en cada nodo, que representaron las deformaciones: axial (u(x)), transversal
(w(x)), pendiente ((dw(x)/dx)) y curvatura ((d2w(x)/dx2)). La deformación
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debido al cizalleo transversal, insignificante comparado con la deformación fle-
xional y la axial, la inercia rotatoria y las fuerzas friccionales en las uniones,
fueron desestimadas con el fin de producir un elemento amigo. Los objetivos
espećıficos fueron producir: (a) la matriz de masa de traslación [MD], (b) la
matriz giroscópica de traslación [AD], (c) la matriz de rigidez total de tras-
lación [KD], y (d) el vector de deformación (S). Como resultado se forjó la
ecuación del movimiento de un elemento finito lineal plano elástico dinámico
[MD](S̈)− 2θ̈[AD](Ṡ) + {[K]− θ̇
2[MD]− θ̈[AD]}(S) = (Q) .
Se concluyó que la ecuación obtenida variacionalmente con la aplicación del
principio de Hamilton es un modelo cuyo procedimiento puede ser utilizado
cuando se requiera aumentar el número de grados de libertad del modelo.
Palabras claves: principio de Hamilton, elemento finito lineal plano elásti-
co dinámico, mecanismos elásticos de cuatro barras, lagrangiana, matriz de
masas, matriz de rigideces y matriz giroscópica.
Resumo
Um elemento finito linear com seção atravessada constante, pode adotar qual-
quer orientação em seu plano, e seus extremos os ligam aos restos dos elemen-
tos. A enerǵıa cinética (T ) e potencial (V ) de um elemento elástico dinâmico
é o só é baseado do prinćıpio de Hamilton para a definição de um elemento
finito. A definição da energia cinética e potencial é o primeiro passo para
a formulação variacional preliminar para a enunciação para elementos finitos
que é usado para resolver, diga, os problemas de mecanismos que se mudam
o usando plano a equação de Hamilton. O objetivo geral consistiu em defi-
nir a equação de movimento de um elemento plano elástico dinâmico linear
finito que usa a equação de Hamilton a partir da grangiana (T − V ) por meio
de um quinto e primeiro polinômios de grau, com oito graus de liberdade,
quatro em cada nodo que representou as deformações: axial (u(x)), atravesse
(w(x)), rampa ((dw(x)/dx)) e dobra ((d2w(x)/dx2)). A deformação devido a
tosquiar através, insignificante com respeito a flexional e deformações axiais,
a inércia rotatória e as forças friccionais nos nodos, foram desestimadas com
o fim da produção de um elemento amigável. Os objetivos espećıficos eram
acontecer: (a) a matriz de mesma translação [MD], (b) a matriz giroscópia de
translação [AD], (c) a matriz de rigidez total de translação [KD], y (d) o vetor
de deformação (S). Como resultado se forjou a equação do movimento d eum
elemento finito linear plano elástico dinâmico
[MD](S̈)− 2θ̈[AD](Ṡ) + {[K]− θ̇
2[MD]− θ̈[AD]}(S) = (Q) .
Se concluiu que a equação aplicável, cujo procedimento pode ser utilizado
quando se requer aumentar o número de graus de liberdade.
Palavras chaves: principio de Hamilton, elemento finito lineal plano elástico
dinâmico, mecanismos elásticos de quatro barras, grangiana, matriz de massas,
matriz de rigidez e matriz giroscópica.
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Abstract
A lineal finite element with constant traverse section, it can adopt any orien-
tation in the plane, and their ends or nodes tie it to the rest of the elements.
The kinetic energy (T ) and potential (V ) of a dynamic elastic element are the
basement in the implementation of the Hamilton principle for the definition of
a finite element. The definition of the kinetic energy and potential is the first
step for the preliminary variational formulation to the enunciation for finite
elements that it is used to solve, say, the problems of mechanisms that move
in the plane using the Hamilton equation. The general objective consisted
on defining the equation of the movement of a finite lineal dynamic elastic
plane element using the equation of Hamilton, starting from the lagrangiana
(T − V ) obtained with the use of a polynomial of fifth and first degree, with
eight degrees of freedom, four in each node that represented the deformations:
axial (u(x)), traverse (w(x)), slope ((dw(x)/dx)) and bend ((d2w(x)/dx2)).
The deformation due to traverse shearing, insignificant with respect to flex-
ional and axial deformations, the rotational inertia and the frictional forces in
the nodes, were underrated with the purpose of producing a friendly element.
The specific objectives were to take place: (a) the translational mass matrix
[MD], (b) the translational gyroscopic matrix [AD], (c) the translational total
rigidity matrix [KD], and (d) the deformation vector (S). As a result the
movement equation of a finite lineal dynamic elastic plane element was forged
[MD](S̈)− 2θ̈[AD](Ṡ) + {[K]− θ̇
2[MD]− θ̈[AD]}(S) = (Q) .
On concluded that the equation obtained variationally with the application of
the Hamilton Principle is the state–of–the–art pattern, and that the procedure
can be used when it is required to increase the number of the pattern freedom
degrees.
Key words: Hamilton principle, elastic dynamic planar element, four bar
planar mechanism, lagrangian, mass matrix, rigid matrix and gyroscopic ma-
trix.
1 Introducción
Este método constituye un método numérico destinado a resolver, mediante
ecuaciones matriciales, las ecuaciones diferenciales que se plantean en sistemas
discretos. En el caso de sistemas continuos, el método consiste en discretizar
el dominio de interés en elementos finitos y resolver, mediante un funcional de
prueba o de aproximación, la ecuación que rige el sistema en cada elemento
finito para luego sumar todas las soluciones. El método de elemento finito es
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un método numérico que surgió como tal en los años sesenta [1]. El método fue
propuesto en 1943, pero no fue hasta 1956 que se presentaron los primeros
resultados, y en 1960 se le llamó método de elemento finito [2]. A partir
de la aparición del método del elemento finito en 1956, se utilizó la idea
de aproximar a las funciones a través de subregiones en que se divide la
región original previamente seleccionadas, denominadas elementos finitos. El
concepto básico de este método es el de dividir el continuo en un número finito
de elementos, es decir, discretizar el continuo y resolver sobre cada uno de los
elementos las ecuaciones del sistema para después ensamblar la solución total
[3]. Turner (1956), FR obtuvo las matrices de rigidez (armaduras y vigas).
Clough (1960) FR fue el primero en utilizar el término elementos finitos. En
1970 se crean las bases formales del método.
El cálculo variacional es un área de la matemática clásica con aplicación
en las ciencias e ingenieŕıa. Los primeros trabajos sobre el cálculo variacional
fueron un intento para extender los conceptos de Newton y Leibniz al pro-
blema de encontrar un mı́nimo de un funcional. Se observó que muchas de
las leyes que gobiernan el fenómeno de la naturaleza emanan del principio de
un recorrido mı́nimo de tiempo entre dos puntos. El principio de Hamilton
(1805–1865) es uno de esos principios, el cual es considerado el punto de par-
tida de los acercamientos variacionales de mecánica y establece la unión entre
las matemáticas del cálculo variacional y la f́ısica de los sistemas naturales.
El análisis y diseño de mecanismos con eslabones elásticos han sido investi-
gados por variadas metodoloǵıas. Los autores de [4] utilizaron el principio de
Hamilton con aplicación de la ecuación de Reissner [5] para obtener un ele-
mento finito basado en deformaciones para el análisis dinámico de elementos
elásticos planos. En [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14] utilizaron tanto el método
de fuerzas como el método de desplazamiento en la teoŕıa de elementos finito
para el análisis de estructuras y para modelar eslabones elásticos. El méto-
do por el acercamiento de los parámetros indicadores también fue utilizado
mostrando ser un método útil [15]. En [16] describieron, por un acercamiento
general, la derivación de la ecuación del movimiento de un mecanismo plano
a altas velocidades; los autores se basaron en el trabajo de muchos investiga-
dores y el método de elemento finito para desarrollar las matrices de masas y
rigideces con la aplicación de la ecuación de Lagrange en un eslabón elástico
con seis grados de libertad, tres por nodos representando la deformación de
cada nodo: deformación axial, deformación transversal y rotación; utilizaron
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un polinomio de primer grado para la deformación axial y uno cúbico para
describir la flexión y el desplazamiento transversal.
En la śıntesis de mecanismos flexibles, en orden histórico, están los tra-
bajos de Avilés, [10, 17, 18, 19]. Ellos generaron ecuaciones globales de me-
canismos con miembros axialmente ŕıgidos. El procedimiento fue ilustrado al
emplear un mecanismo plano de cuatro barras con un elemento por barra; en
el proceso algebraico utilizaron un polinomio de quinto grado para un total de
tres grados de libertad por nodo: deformación transversal, pendiente o rota-
ción y curvatura; generándose una matriz de 7×7 al considerar la deformación
axial constante. Saggere y Kota [20] emplearon, en su modelo, polinomios de
segundo y tercer grado para un elemento cortante para la śıntesis de me-
canismos con uniones flexibles o de segmentos flexibles relativamente largos
aplicados a mecanismos de cuatro barras.
En este trabajo se consideraron cuatro grados de libertad por nodo con el
uso de un polinomio de quinto grado y uno de primer grado, lo cual produjo
matrices de 8 × 8 que, con uso del mismo procedimiento, podŕıan introducir
más variables. Se desestimaron la deformación por cortante, inercia rotatoria
y las fuerzas friccionales. Los objetivos fueron: (a) presentar, a partir de la
enerǵıa cinética y potencial de un elemento plano elástico dinámico, por apli-
cación de la ecuación de William Hamilton, con técnicas de elemento finito,
una ecuación de movimiento de un elemento finito lineal dinámico elástico
con ocho grados de libertad conformados por dos polinomios, uno de quinto
grado para representar las deformaciones transversales y uno de primer grado
para representar las deformaciones axiales y (b) ilustrar el procedimiento de
aplicación en un mecanismo de cuatro barras con uno y dos elementos por
barra.
2 Metodoloǵıa
La figura 1 muestra la idealización del elemento finito lineal elástico dinámico
utilizado, en donde q1, q2, q3 y q4 representan las deformaciones axial (u(x)),
transversal (w(x)), pendiente ((dw(x)/dx)) y curvatura ((d2w(x)/dx2)), res-
pectivamente.
El problema variacional fue expuesto por lo que es conocido en mecánica
clásica como el principio de Hamilton. El sistema fue considerado conservador,
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Figura 1: elemento finito lineal elástico dinámico con ocho grados de libertad
es decir, cada fuerza que actúa es derivable de un potencial. Permı́tase a T
representar la enerǵıa cinética total y V la enerǵıa potencial. La lagrangiana
LF = (T–V ) de un elemento finito plano elástico dinámico con ocho grados
de libertad fue definido por [21]. Los métodos variacionales transforman el
problema de integración de una ecuación diferencial por el de calcular el valor
extremal de un funcional. El funcional de la ecuación diferencial se construye
de tal manera que al sustituir la función solución de la ecuación diferencial se
obtiene un valor extremal. El principio de William R. Hamilton por el cálculo
variacional [4, 22, 23] establece que el movimiento actual que conecta dos









El tipo general de la lagrangiana tiene la forma de





L∂(LF )(q1, q2, . . . , qn; q̇1, q̇2, . . . , q̇n; t)dt ,
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en donde ∂(LF ) denota la variación en LF de su valor en el movimiento actual
en el instante t a su valor en el mismo instante en el camino recorrido. Del































T (S) + θ̇2(S)T
+ 2ẏθ̇(E)T (S) + 2ẏ1θ̇(E)





























mg(2y1 + L sin θ) .
(1)
Para poder aplicar el principio de Hamilton se tomó variación (δ) a (1)






















































































































+ 2θ̇2(S)T [M ]∂(S)
+ 2ẏ1θ̇(E)



























− (S)T [K]∂(S) .
(3)
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Para poder aplicar el principio de Hamilton, los términos de (3) con las va-




tuvieron que ser transformados a ∂(S). Para lograrlo


















(v) = (u)T [d(v)/dt] .
(4)











Se realizaron un total de siete trasformaciones, que no se añadieron, con (5)




, transformándolos a ∂(S). Luego, aplicando































































































2(G)T∂(S) + 2θ̇2(S)T [M ]∂(S)
+ 2ẏ1θ̇(E)
T∂(S)− 2ÿ1(G)
T∂(S) + 2θ̇2(N)T ∂(S)− 2θ̈(L)T ∂(S)
















































2(G)T + 2θ̇2(S)T [M ] + 2ẏ1θ̇(E)
T − 2ÿ1(G)
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+mθ̇2(S)T [M ] +mẏ1θ̇(E)
T −mÿ1(G)








































[A]T −mθ̈(S)T [A]T −mθ̇2(S)T [M ]−mθ̇2(S)T [B] +mθ̈(S)T [A]
























T +mθ̇2(N)T −mθ̈(L)T .
(6)
En el proceso matemático las transformaciones se hicieron considerando
que las deformaciones son pequeñas y los cambios a coordenadas globales se
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llevaron a cabo, utilizando la matriz
cos(θ) − sin(θ) 0 0 0 0 0 0
sin(θ) cos(θ) 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 cos(θ) − sin(θ) 0 0
0 0 0 0 sin(θ) cos(θ) 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
3 Resultados y discusiones
Introduciendo en (6) las substituciones:
[MD] = m[M ] +m[B] ,
[AD] = m[A]−m[A]
T ,
[KD] = [K]− θ̇















T [KD] = (Q)
T . (7)
Finalmente, tomando transpuesta en (7), se forjó la ecuación del movi-









+ [KD](S) = (Q) . (8)
Al reemplazar [KD] = [K]− θ̇













(S) = (Q) .
La matriz [MD], anexo 5, se le definió como la matriz de masa de tras-
lación; la matriz [AD], anexo 5, como la matriz giroscópica de traslación; la
matriz [KD], anexo 5, como la matriz de rigidez total de traslación; y el vector
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(S), ver (9), representa el vector deformación. En el modelo presentado por
[19] utilizaron un polinomio de quinto grado para un total de tres grados de
libertad por nodo: deformación transversal, pendiente o rotación y curvatura;
generándose una matriz de 6× 6, y al introducir como constante la deforma-
ción axial generaron matrices de 7× 7. El avance de este trabajo consistió en
introducir la deformación axial como variable y para ello se utilizaron dos
polinomios: uno de quinto grado para representar las deformaciones transver-
sales y uno de primer grado para representar las deformaciones axiales, que
generaron matrices de 8 × 8. Este procedimiento permitiŕıa introducir otras
variables al utilizar mayores o más polinomios.
Por ejemplo, en la aplicación del elemento definido, la figura 2 muestra un
mecanismo de cuatro barras idealizado con uno y dos elementos por barra.
Un total de 20 y 48 incógnitas. Al mecanismo de dos elementos por eslabón

































































Figura 2: mecanismo de cuatro barra idealizada con uno y dos elementos finitos por
barra. A los soportes se le aplicaron condiciones de bordes
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4 Conclusiones
Por v́ıa geométrica y algebraica, a partir de la enerǵıa cinética y potencial
producto de dos polinomios representando ocho grados de libertad, se defi-
nió variacionalmente, con la aplicación del principio de Hamilton, la ecuación
de movimiento de un elemento finito lineal plano elástico dinámico. El modelo
podŕıa ser aplicado considerando uno o más elementos por eslabones de un
mecanismo.
Con la metodoloǵıa utilizada se podŕıan definir modelos con un mayor
número de grados de libertad, representando aśı otras deformaciones y con la














































































































m C = cos(θ) S = sen(θ).




























































































































































































































































































































































































































































AC2 + KS2 ACS − B − KCS −DC − LS −EC − MS −FC2NS2 −FCS − H − NCS IC − PS −JC + QS
ACS + B − KCS KC2 + AS2 LC − DS MC − ES −FCS + H + NCS −NC2 − FS2 PC + IS −QC − JS
DC − LS LC + DS R U IC + PS −PC + IS V −Z
EC − MS MC + ES U X JC + QS −QC + JS Z Y
−FC2 − NS2 −FCS − H + NCS −IC + PS −JC + QS AC2 + KS2 ACS − B − KCS DC + LS −EC − MS
−FCS + H + NCS −NC2 − FC2 −PC − IS −QC − JS ACS + B − KCS KC2 + AS2 −LC + DS MC − ES
−IC − PS PC − IS V Z −DC + LS −LC − DS R −U






































































Radianes/unidad de longitud .
(9)
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Comparison among nonlinear optimization methods for the static equilibrium
analysis of multibody systems with rigid and elastic elements .
Mechanisms and Machine Theory, ISSN 0094–114X, 35(8), 1151–1168 (2000).
Referenciado en 69
[18] Z. E. Boutaghou and A. G. Erdman.A design methodology for system parameters
synthesis of elastic planar linkages . Journal of Mechanical Design, ISSN 1050–
0472, 114(4), 542–546 (1993). 69
[19] W. L. Cleghorn, R. G. Fenton and B. Tabarrock. Optimum design of high-speed
flexible mechanismsCalcul optimum de mecanismes flexibles de grande vitesse.
Mechanisms and Machine Theory, ISSN 0094–114X, 16(4), 394–406 (1981). Re-
ferenciado en 69, 75
[20] L. Saggere and S. Kota. Synthesis of Planar, compliant four–bar mechanisms
for compliant–segment motion generation . Journal of Mechanical Design, ISSN
1050-0472, 123(4), 535–541 (2001). Referenciado en 69
Volumen 6, número 12 79|
Ecuación del movimiento de un elemento finito lineal plano elástico dinámico con ocho
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